Производная функции и ее приложения.

Цель самоподготовки:

· повторить основные правила дифференцирования;

· выработать умение пользоваться формулами производной элементарных функций, примени в основные правила дифференцирования;

· понять механический и геометрический смысл производной и ее применение при решении задач;

· понятие производной высшего порядка.

Знать:

· определение производной и ее основные правила;

· геометрический и физический смысл производной;

· определение дифференциала функции.
Уметь:
· вычислять производную дифференциала элементарных и сложных функций.

Исходный уровень знаний:

· понятие функции и непрерывности функции
· понятие предела функции.

План изучения темы:

I. Теоретическая часть:

П. 1. Понятие произвольной функции.

        Пусть функция f (x) определена в некоторой окрестности точки Х0 
Определение  1.

         Производной функции f (x)  в точке Х0 называется предел отношения приращения функции ∆ f  (Х0) к приращению ∆х при ∆х →0, если этот предел существует.

   Обозначается:
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Определение  2.
           Операция нахождения производной называется дифференцированием функции.

Определение  3.

            Функция, имеющая производную в точке Х0 , называется дифференцируемой в этой точке.

  Геометрический смысл производной заключается в нахождении углового коэффициента в (.) х0 , проведенной к графику данной функции f(x) в его точке с абсциссой Х0 

2)  k=tg α = f”(Х0 )

        Уравнение касательной и нормами к кривой.

         Уравнение касательной к кривой М в точке (Х0 ; f(Х0 ) напишем как уравнение прямой, проходящей через точку (Х0 ; f(Х0 )), имеющей угловой коэффициент к = 
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3)  у- 
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Определение  4.

         Прямая перпендикулярная касательной в точке х0, называется нормалью к кривой М в точке х0.

Точка К1 =
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 - угловой коэффициент нормаль, то уравнение нормали:

4)  
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 Механический смысл производной, заключается нахождении мгновенной скорости V(t0) в момент времени t0.
5) 
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6) 
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  - механический смысл II-ой производной. (таблица производных правила дифференцирования).

П. 2.   Таблица производных элементарных функций и правила нахождения производной функции.

П. 3.                  Формула производной сложной функции .
      Если  функция  f  имеет производную в (.) х0, а функция g имеет производную в точке у0 = f(x0), то сложная функция h(x)=g(f(x)) также имеет производную в точке х0 .
8)  
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     Иными словами, чтобы  найти производную сложенной функции. Нужно производную  внешней функции g (x ) умножить на производную  внутренней функции f (x0).
П. 4.                     Понятие о производных  высших порядков.
              Пусть  функция  у =f (x ) дифференцируема в окрестности  точки x0 . Тогда ее   производная  у = f ‘(x0) сама является функцией  переменной  x  в указанной окрестности точки x0  и может иметь производную в этой точке, называемую производной второго порядка или  второй производной.
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Производную 
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 –называют первой производной функции y=f(x).
        Тогда можно сказать, что вторая производная –это производная от первой производной.

         Производная от второй производной функции y=f(x), называется производной третьего порядка или третьей производной и обозначается:
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       Производные порядка выше третьего обозначаются числом в скобках: 

у(4) ,  у(5) …
       Производные порядков выше первого называются производыми высших порядков.

Определение  5.

         Производной n-го порядка (или n-й производной) функции y=f(x), если она существует, называется производная от производной (n-1) порядка:
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          При вычислении высших производных используются все ранее изученные правила дифференцирования.

           Формула Лейбница, обобщающая правило нахождения производной произведения двух функций.

          Пусть y = u v,  где u =u(x), v = v(x)  имеют производные до порядка n включительно. Тогда справедлива формула Лейбница:

9)   
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       В частности
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Пример:
         Найти производную n-го порядка функции:

     y = ekx.
Решение:
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П. 5.                                         Дифференциал функции

            С понятием производной тесно связано понятие дифференциала функции:

            Пусть функция имеет производную f '(x) = Lim 
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¢

(x) dx  называют  дифференциалом функции f (x) в точке х. итак . Чтобы найти дифференциал функции умножить на приращение аргумента ∆x = dx
Свойства  дифференциала функции.
Пусть u = u(x) ,     
[image: image22.wmf])
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 -некоторые дифференциальные функции, 

С – вещественное число.
1. dc = 0

2. d(u+ v)=du+dv
3. d(cu) = cdu

4. d
[image: image23.wmf]2
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5. d (u v)=v du +ud v
6. df(u) = f ‘(u)du , где u = f (x)

Геометрический смысл дифференциала: приращения ордината касательной к графику функции в точке х0 .

Пример № 1.

Вычислить приближенное значение функции y =2 x3 – 4x            при х = 2,001
Решение:

          Представим х = 2 + 0,001 ,  приняв    х0 = 0,001      х = 2

Найдем f (x0)= f(2) = 2 * 23 – 4 * 2 = 16-8 = 8

d f (x0) = (2x3 - 4x)x-x0 = (6x2 - 4)∆x = (6 * 22 - 4) * 0,001 = 0,02

           Следовательно, f (2,001) = f (2 + 0,001) ≈ f (2) + d f (2) = 8 + 0,02 = 8,02
 Для функции f (x) = xn справедлива формула (выводится из формулы 11)
12)   (х0 + ∆х)n ≈.  х0 n  + n х0n-1 * ∆х  или  хn ≈. 1 ±   n ∆х  
Пример №2       Найти приближенное  значение  степень:
   а)  4, 0123  ;                              б)  0,9782 

Решение: 
а) х0 = 4  ,   ∆х = 0,012    тогда по формуле  (12)  

  4,0123 = (4 + 0,012)3 ≈ 43 + 3 * 42 * 0,022 = 64 + 0,576 = 64,576

б) 0,978 = (1 – 0,022)4 ≈ 1 - 4 * 0,022 = 0,912
  Формула  (12)  имеет место для любого  n € R, при 
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II.           Практическая часть
     1.  Продифференцировать следующие функции:

а)  
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б)   
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в)  
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г)   
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       преобразуем,  вводя дробные  показатели и пользуясь  провели  дифференцирования   сложенной функции, получаем:  
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д)   у = (10 + 15х – х3)2
      применив формулу производной сложной функции , также  формулу производной степенной функции, получаем:

у’ = 2 (10 + 15x – x3)(10 + 15x – x3
[image: image31.wmf])

¢

 = 2 (15 – 3x2)(10 + 15x – x3) = 6 (5 – x2)(10 + 15x – x3) 
е)   y = 5cos (2x + П)
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з)    у = Ln 
[image: image35.wmf]3
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   пользуемся правилом логарифмирования степени и дроби, как разность
[image: image36.wmf]Lny
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,  также формулу производной сложной функции:
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и)   
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   При решении воспользовались правилом    
[image: image39.wmf]v
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   также формулой производной сложной функции:

к)   
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2.     Найти производную второго порядка от функции:
а)  y = x cosx

     
[image: image41.wmf])
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            =  - sinx – sinx – x cosx = - 2 sinx – xcosx
(воспользовались формулами  3, 11, 12)
3.   Составить уравнение касательной  и нормали к кривой  у = х2 – 2х + 3 точке с 

       абсциссой  х0 = 2.   Найти угловой коэффициент касательной  и нормали,  угол 

       наклона.
Решение:

1. Найдем уравнение касательной по формуле  у- 
[image: image42.wmf])
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Для этого:

1) 
[image: image44.wmf]f
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 (x) = (x2 – 2x + 3)’ = 2x – 2

2) 
[image: image45.wmf])
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= f ‘ (2) = 2*2 - 2 = 2 

3) 
[image: image46.wmf])
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 = f (2) = 22 – 2*2 + 3 = 3

    Подставляя в формулу (1) получаем:

у – 3 = 2(х - 2)
у – 3 = 2х – 4

2х – у – 1 = 0     -   уравнение касательной ,  к = 2  - коэффициент  касательной.

2) Найдем уравнение нормали по формуле:
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3) Найдем угол наклона
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                  IV.        Приложение производной для решения прикладных задач.
1. Точка движется прямолинейно по закону   S = t3 + 3t2  . Найдите скорость и ускорение в момент времени t  = 1,  где t измеряется в секундах,  S  - в метрах.

Решение:

V (t) = S’ (t) = (t3 + 3t2)’ = 6t2  + 6 t
V (1) = 6 * 12 + 6 * 1 = 12  (м/с)

a (t) = v ‘ (t) (6t2 + 6t)’ = 12t + 6

a (1) = 12 * 1 + 6 = 18   (м/с2)
ответ:   12 м/с      ;               18   м/с2
2.  Зависимость между количеством  х вещества, получаемой в химической реакции, и времени t  выражается уравнением.
X = A (1 + e - kt) . Определите скорость реакции.

Решение:
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3.  Недостаток железа в результате потери крови описывается по формуле: 

у = y0 
[image: image50.wmf]Á
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   ,  где  
[image: image51.wmf]Á

   - постоянная времени,  
[image: image52.wmf]Á

 = 7 суток
 Найти  зависимость скорости восстановления железа в крови от времени, если при потере крови. Содержание железа уменьшилось на 140 мг. Вычислить эту скорость  в момент 

t = 7  суток.
Решение: 
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[image: image55.wmf]y
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знак « - » означает уменьшение недостачи  железа.
4.  Концентрация раствора изменяется с течением времени по закону.
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     Найти скорость растворения в момент времени t = 1
Решение:

[image: image58.wmf]6

,

16

6

100

)

5

1

(

100

)

1

(

)

5

1

(

100

)

5

1

(

500

500

100

)

5

1

(

)

5

1

(

100

)

5

1

(

100

5

1

100

)

(

2

2

2

2

=

=

+

=

+

=

+

-

+

=

+

¢

+

-

+

¢

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

¢

=

t

V

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

C

t

V


5.                Найти приближенное   значение.
Пример 3   Найти приближенное значение.

а) 
[image: image59.wmf]76
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а) Представим данный корень в виде:

Решение:
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б)  Представим  в виде:

Решение:
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Задания для самоподготовки.

1. Найдите  производные функций.
а) 
[image: image63.wmf]3
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г)  
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2. Найдите дифференциал функции.
а)   
[image: image69.wmf]x
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3. Найдите приближенное значение.
а)   (3,025)4                                           б)    
[image: image73.wmf]84

,

24


4. Составить уравнения касательной и нормали к кривой:

y = 4 – x2                  в точке с абсциссой  Х = - 1
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